Es gelten
C[X] c C[X][Y] c C[X,Y]
und
C[X] c C[XYN] = C[t], mit t = XYV,
Die Elemente sehen jeweils folgendermaflen aus:

[e.o]

Y aX' e C[X],
i=1

> a XN e C[XVN],

=1
00

> ait' € C[t].

i=1
Satz (Newton-Puiseux). Sei f(X,Y) = Y+a;(X)Y9 ' +.. . +aq(X) € C[X][Y],
dann ezistieren ein N € N und Reihen bi(t), ..., bq4(t) € C[t] so, dass

d

FEN Y)Y =T —bi(t).

=1

Beweis. Wir zeigen: Gilt d > 1, dann existieren ein ¢ € N und g, h € C[[¢][Y] mit
f4Y) =g(t,Y)h(t,Y), wobei Grad(g), Grad(h) < d.
Mit Induktion folgt dann die Aussage.
Seien p; := Ord(a;(X)), also a;(X) = X% - u;(X) mit u;(X) Einheit. Weiterhin
definieren wir .

0:= min(g—,z) = ]—9, p,q €N,

t q

t=XY1 <= X =19 Setze Y = Z - t? und setze dies in f ein:

fUZ 7)) = (Z - 1P) + ay (1) 29719 4 ay(t9)
= ' 2+ a (1Nt PZT F ag(t) 29 4L ag(t)EP).

Es gilt:

. . > )
Ordy(a;(t?) - t7P) = Ord,(t%? - u;(t9) - t7) = qo; — ip {_ 0vi

= 0 fiir mind. ein i.
Also ist

f@,Z )=t fmit f(t,2)=Z%+ay,- Z7 4+ .. 4 aq, a; € C[t];
Ord(a;) > 0;= 0 fir mind. ein 1.

Somit gilt
f0,2) =2+ a,(0) 2 + ... + a4(0) € C[Z] mit mind. ein @; # 0.
Wir finden also go, hy € C[Z], sodass

[(0,2) = go(Z) - ho(Z), 88T (g0, ho) = 1.
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Nach dem Henselschen Lemma existieren g, h € C[t][Z], sodass
f(t,2) = §(t, Z) - h(t, Z), mit

h(0, Z) = ho(Z).

Zuriickschreiben in Y liefert die Behauptung. O

Bemerkung. 1. Die Reihen by(t),...,b4(t) sind eindeutig und werden Wur-
zelreihen von f (bei 0) genannt.
Bsp. 1:

f=Y'+X?
= (Y?-X)(Y?+X)
= (Y - XYY 4+ XY —iXVH(Y +iX?)

(. J

Vv
Wurzelreihen von f

C=V(/)

Abbildung 3.1: C =V (Y* + X?)

Es gilt C[X] € C[XYN] = C[t], mit t = X/N.
Die Gruppe G :=7Z/N operiert auf C[t] durch o:

t ¥ (t, ¢ = e?™IN,



Eine Invariante unter o ist X =tV :

tN = ()N =N N =1,
Insgesamt gilt

CH = {f =) _ait'le(f) = f} = C[X].

Also erhalten wir fir f(X,Y) = H?Zl(Y —bi(t)), dass
d
FXY) = o(f(X.Y) = ][OV = bu(¢t))
i=1
und b;(Ct) = b;(t) fir ein gewisses j, da die bi(t) eindeutig sind.
G wirkt auf die Indizes {1,2,...,d} und wir erhalten die G-Orbite I, ..., I,

Die
fi= 1]V = 4;(t) e CIX][Y]
Jel;
sind invariant unter ; f = fi-fo-... - fr, fi € C[X][Y] irreduzibel.
Wir nennen fi,..., f,. formale Zweige von f.

Im Beispiel sind Iy = {1,2}, I, = {3,4} und f1 = (Y? = X), fo = (Y?+ X).

Bsp. 2:
f=X"+XYV2+Y°

C=V(f)

Abbildung 3.2: C'= V(X° + X?Y?2 +Y7)



2. Sei f =ap(X)Y?+ a1 (X)Y 1+ ... 4+ ay(X) € C[X][Y] C C[X][Y].
Teilung durch ag ergibt:

Fo Vi eV 4+ ag(X) € C[[X]][%][Y}.

Fiir solche Polynome gilt der Satz von Newton-Puiseux auch:
Sei f € C[X][][Y], dann exzistieren ein N € N und Reihen b;(t) € C[t][4]

mat
d

FEN,Y) =T —bi(t).

i=1
Der Beweis erfolgt analog.

Fin Newton-Diagramm fiir ein solches Polynom sdhe dann zum Beispiel so
aus:

)/

Abbildung 3.3: Newtondiagramm fiir ein Polynom aus C[X][+][Y]

Es sind
1
K :=C[X] [}} Kérper der Laurent-Reihen

1
L:= U (C[[Xl/N]][Xl/N] Korper der Puiseuz-Reihen.
N

Die Elemente aus diesen Kdrpern sehen folgendermaflen aus:

Y aX'eK, Y aXx'Nel

i>—M i>—M
L ist der algebraische Abschluss von K.
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3.9 Potenzreihendefinition von Schnittmultipli-
zitat

Seien C' und D zwei Kurven mit endlich vielen Schnittpunkten, #(C' N D) <
oo, und p € C'N D ein Schnittpunkt. Wir moéchten die Schnittmultiplizitat
I(C, D;p) € N bestimmen.

O.b.d.A.sei p=0. Fir C =V (f) und D = V(g) gelten dann f(0) = ¢g(0) = 0.

Definition. Wir definieren die Schnittmultiplizitdt
I(C, D;0) == dime(C[X, Y]/(f. 9)),

wobei (f,g) = {Af + Bg|A, B € C[X,Y]} das Ideal erzeugt von f und g aus
C[X,Y] ust.

Beispiel.

Abbildung 3.4: C = V(Y), D = V(Y — X3)

Es gilt (Y)Y — X3) = (Y, X?). Wir betrachten das Monomendiagramm:



X3

Abbildung 3.5: Monomendiagramm fiir (Y,Y — X3) = (Y, X?)

In der blau beziehungsweise griin schraffierten Fliche befinden sich alle Mo-
nome, die im Ideal (Y) beziehungsweise (X?) liegen. Die roten Punkte wei-
sen auf die Monome, die nicht im Ideal (Y, X?) liegen. Wir erkennen

C[X,Y]/(Y,Y — X)) =C[X,Y]/(V, X})~C-16C-X®C- X2

Also
I1(C,D;0) = dim(C[X,Y]/(Y,Y — X?)) = 3.

C=V({Y?-X?
D=V(Y?-2X?

Abbildung 3.6: C =V (Y? - X3), D=V (Y? - 2X3)

Hier gilt fiir I .= (Y? — X3, Y% —2X3):



Y2-X*el, (Y?-2X¥el
= (Y2-X?) - (Y?-2X*)=X3¢e [
=Y?e]

Genauso sind (Y? — X3) € (Y2, X3) und (Y? —2X3) € (Y2, X3).

= 1= (Y- X°V?-2X?% = (Y2, X?).
Mt Hilfe des Monomendiagramms erkennen wir

CIX,Y]/(Y* X*)=C-1eC-XaC-X’a»C-Y®C- XY aC- X?.

Y2

X3
Abbildung 3.7: Monomendiagramm fiir (Y? — X3 Y? — 2X3) = (Y2, X?3)

Also
I(C, D;0) = dim(C[ X, Y]]/(Y2 — X?’,Y2 — 2X3)) = 0.

Abbildung 3.8: C' =V (X? -Y3), D =V(X3-Y?)



Sei I = (f,g). Wir erhalten das Monomendiagramm:

Abbildung 3.9: Monomendiagramm fiir (X2 — Y3, X3 — Y?)

Die Monome, die mit einem schwarzen beziehungsweise blauem Punkt mar-
kiert sind, liegen a priori nicht im Ideal. Die Linearkombinationen, die
mit einer schwarz- beziehungsweise blau-gestrichelten Linie gekannzeichnet
sind, liegen jedoch im Ideal.

Es qilt
Xf=X>-XY3€e]
g=X*-Y?€el
= Xf-g=Y?-XY?
=Y?(1-XY)el

In C[X,Y] ist (1 — XY) eine Einheit,

=1+ XY + X?Y?+...€C[X,Y].

1-XY
Also ist
Xf—y
(1-XY)
AusY? €1 folgt Y - Y2 =Y3 € I und damit auch X? € I.
Umgekehrt sind X? — Y3 € (X2, Y?) und X3 —Y? € (X%,Y?)

=Y?el.

=T1=(X*-Y?X>-Y? = (X%Y?).
Wir sehen am Monomendiagramm

CIX, Y]/(X%,Y?)=C-1¢C-XaC-Y ®C- XY;



N\

Abbildung 3.10: Monomendiagramm fiir (X2 — Y3 X3 —Y?) = (X2 Y?)

und damit
I(C, D;0) = dim(C[ X, Y]]/(XQ,Y2)) = 4.
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